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Аннотация
Изучен спектр волн, генерируемых осциллято-
ром, захваченным во внешнюю потенциальную 
яму. Собственная частота осциллятора при этом 
много больше частоты его колебаний в потенци-
альной яме. Учитывается эффект отдачи осцилля-
тора при излучении и поглощении.  В том случае, 
если энергия отдачи равна энергии медленных 
колебаний осциллятора в потенциальной яме, 
интенсивность линий излучения и поглощения 
на его собственной частоте превышает интенсив-
ности других спектральных линий.
Ключевые слова: излучение, осциллятор, захва-
ченный  в потенциальную яму, доминирование соб-
ственной частоты осциллятора
Abstract
The spectrum of waves emitted by oscillator, trapped 
in an external potential well is analyzed. It is assumed 
that the eigenfrequency of the oscillator is much 
greater than the frequency of oscillations in the 
potential well. The effect of the recoil on the absorption 
and emission of the oscillator is discussed. Since the 
energy of the slow oscillations in well is equal to the 
recoil energy, the intensity of the absorption and 
emission lines at the eigenfrequency exceeds the 
intensity of other spectral lines.
Key words: oscillator, potential well, recoil effect, 
emission, eigenfrequency dominance
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1. Введение
Обнаруженное А. Комптоном, объясненное им и П. Дебаем явление рассеяния квантов излучения 
на свободных электронах показало изменение частоты рассеянного излучения за счет эффекта 
отдачи частицы при взаимодействии. Это (наряду с явлением фотоэффекта) подтвердило основные 
принципы квантовой теории излучения [1–3]. Процессы взаимодействия квантов излучения с веще-
ством за счет существования множества дополнительных взаимодействий, вследствие захваченных 
в потенциальные ямы периодических и непериодических пространственных структур частиц среды, 
отличаются впечатляющим многообразием и исследуются во многих разделах физической науки 
[4–6]. Одной из задач, которая возникает при рассмотрении процессов поглощения и излучения 
веществом является задача взаимодействия с внешним полем частицы–осциллятора, захваченной в 
потенциальную яму пространственной структуры среды. Обсуждаемая проблема отвечает именно 
квантовой модели описания поведения возбужденного осциллятора, который находится в потенци-
альной яме. В квантовом представлении процесс передачи энергии осциллятору при поглощении 





-G  (где 
0w
G  – ширина линии излучения). Порой это трактуют как случайное явление в 









-G  процессами поглощения и излучения осциллятором данной порции энергии. 
Хотя последнее представление характерно для интенсивных полей и не отвечает случаям поглоще-
ния или излучения отдельного кванта. Целью рассмотрения ниже будет классическая и квантовоме-
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лятора с внешним полем. Для простоты и наглядности описания сначала ограничимся одномерным 
случаем поглощения и излучения осциллятором квантов ионно-звуковых волн в неизотермической 
плазме, причем частота осциллятора в системе его покоя соответствует частотному диапазону этих 
волн (разделы 2, 3). Затем обсуждается характер излучения и поглощения электромагнитных волн 
осциллятором, захваченным в потенциальную яму (раздел 4).
2. Излучение одномерного осциллятора в плазме
Классическая модель. Рассмотрим излучение в плазме колеблющегося с частотой W  осцил-
лятора, собственная частота которого в системе его покоя равна 0w  (причем 0w >>W ). Таким 
колебаниям соответствует плотность заряда
 0( , ) ( sin sin )z t Q z a t b tr d w= - - W   (2.1)
массой QM , причем Q  имеет смысл поверхностной плотности заряда (в одномерном случае 
осциллятор — это заряженная плоскость перпендикулярная оси z ). Будем полагать, что a b<<  . 
Причиной медленных осцилляций с частотой W  и скоростью QV b=W  может быть локализация 
осциллятора в потенциальной яме, покинуть которую он не может. Уравнение Пуассона с источ-
ником может быть представлено в виде
 2 ( , ) ( , ) 4 ( , )k k k ke w f w pr w- = ,  (2.2)
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Потенциал поля в этом случае принимает вид
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??? для чего запятая???  (2.7)
где 0( )nm sk n m vw= + W . Так как скорость осциллятора
 0 0( ) cos cosv t a t b tw w= + W W ,  (2.8)
то энергия, потраченная на излучение осциллятором в единицу времени, имеет вид
 2 2 2, ,
2
,
2 ( ) ( )2 n m n n m m ns
n m
e mk J k a JW Q a v k bp
¥ ¥
=-¥ =-¥
=- å å .   (2.9)
В частности, потери на излучение при 1nmk a<< на частотах 0w  и 0w ±W  равны
 4 2 2 20 0 0 ,0
2
1( ) ( )/ pi sW a J kQ vbpw w w=- ,  (2.10)
 4 2 2 20 0 1 1, 1






Загородний А.Г., Киричок А.В., Куклин В.М.
Новые математические и физические методы
Квантовомеханическая модель. Представим колебания среды как набор гармонических 
осцилляторов 2 0q qw+ = ,   (2.12)
где скорость ионов 0 0/q ke M z zj w w= = =  , энергия 
2 2
0 0( )/2Mn q qw+  , и, соответственно, масса 





H p e dt z p e dt z e
m
j j= - ¶ ¶ - ¶ ¶ + Fò ò  ,   (2.13)
а энергия взаимодействия пропорциональна произведению скорости осциллятора на поле в 
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   (2.14)
Можно показать, что при 1nmk a<<





wj d+ W=- å .   (2.15)
Таким образом, систему «осциллятор в потенциальной яме» можно представить как набор 
осцилляторов. Причем, на частотах излучающего поля 0w w=  и 0w w= ±W




ww j d=- ,   (2.16)




w j dw ±W ±W± =- .   (2.17)
Рассмотрим для простоты случай излучения на основной частоте (2.16). Построим матричный 
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s s
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где нижние индексы a  и b  определяют два состояния излучающей системы 0ab ab av z w= » . 
Причем 0 2 ( )a bh E Ew p= -  и abz  — матричный элемент координаты, а n и n’ — два состояния гар-
монического осциллятора, определяющего излучение. Для случая спонтанного излучения воз-
бужденного осциллятора можно использовать
  201 0 0| | / 4q h Mnp w= ,   (2.19)







0| ( | | ( )) cos| 4if abMhQH z J kbn ew dpw = .  (2.20)
Вероятность перехода можно получить, умножая (2.20) на 2 2 2 2 14 ( ) 4ab sh h vp r n p
- - -=  (где 
( )abr n  — плотность колебаний в интервале частот), и учесть, что при усреднении по начальным 
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что согласуется с (2.10). 
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Проведенное рассмотрение справедливо в случае, если при излучении можно пренебречь 
энергией отдачи. Если же энергия отдачи при поглощении и излучении импульса велика, то 
необходимо учесть этот эффект.
3. О спектрах излучения и поглощения при конечной энергии отдачи
Предположим, что частица с зарядом Q  — невозбужденный осциллятор покоится около дна 
внешней потенциальной ямы. Остановимся на случае, когда после поглощения или излучения 
квантов изменения локализации осциллятора нет, то есть он остается во внешней потенциаль-
ной яме. Здесь энергия отдачи оказывается недостаточной для того, чтобы частица покинула 
потенциальную яму, в которой она находится. После поглощения высокочастотного кванта 
0( )En w= +W  частица с зарядом Q  превращается в возбужденный осциллятор, собственная 
частота которого 0w  получает импульс отдачи Q QM V  и совершает медленные колебания в потен-
циальной яме. Движение частицы может быть представлено в виде
 sinx b t= W .  (3.1)
При этом выполнены законы сохранения
 0( )/ s Q Qv M Vw +W = ,   (3.2)
 2 /2Q QM VW= .   (3.3)
Заметим, что энергия колебаний в потенциальной яме равна W . Именно поэтому энергия 
возбуждающего кванта должна на эту величину превосходить энергию осциллятора 0w . Пред-
полагая выполненным условие 20 2 Q sM vw << ,   (3.4)
из выражений (3.2) — (3.3) найдем частоту колебаний в потенциальной яме
 2 20 /2 Q sM vwW» .   (3.5)
С другой стороны, из (3.1) следует, что частота (рад/сек) колебаний в потенциальной яме равна 
QV bW= .  (3.6)
Так как энергия кванта W  равна энергии отдачи, то отсюда следует важное для множества при-
ложений условие [7] 0 / 2sb v kbw = » .   (3.7)
Отметим, что размер потенциальной ямы должен заметно превосходить величину b  и быть больше 
длины волны 2 k bl p p= = , а глубина потенциальной ямы превышать энергию отдачи (3.3).




























   (3.8)
Нижний знак соответствует случаю поглощения, когда энергия кванта падающего поля должна 
быть больше энергии возбуждения на величину энергии отдачи (2.3). Верхний знак соответ-
ствует изучению. При этом частота излучаемого поля меньше частоты возбуждения на значение 
частоты колебаний в потенциальной яме W . Энергия взаимодействия в рассматриваемом слу-
чае 1nmk a<<  отлична от нуля при 0 ( 1)mw w + W= 





wj d+ W=- å .   (3.9)
В случае покоящихся осцилляторов ( 0b= ), энергия взаимодействия (3.9) не равна нулю при 
0m= , отвечает частоте поглощаемого поля 0w w= +W  и частоте излучаемого поля 0w w= -W  
 1 00' cossH Qav j dw
-=- .  (3.10)
Рассмотрим случай поглощения ( 1m=- ) и излучения ( 1m=+ ) на собственной частоте 0w  
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Здесь частоты поглощаемого и излучаемого поля одинаковы и равны собственной частоте покоя-
щегося осциллятора 0w . Энергия взаимодействия равна




wj d±±W=- × .  (3.11)






( )cossif ab nn
s
v MQ
H z q J kb
v e
w d±
±W=-    (3.12)
Величины 0w ±W  в (3.12) и ниже соответствуют парциальным частотам колеблющегося во 
внешней потенциальной яме осциллятора, причем верхний знак отвечает случаю излучения, а 
нижний поглощения.
Для случая поглощения 2 2 2' , 1 01| | | | | |nn n nq q n q-= = , а для случая излучения 
2 2 2
' 1, 01| | | | ( 1)| |nn n nq q n q+= = + , 0ab ab av z w= » . Отметим, что при наличии малого параметра (3.5), 
значения матричного элемента для случая без отдачи, обсуждаемого в предыдущем разделе (2.20) 






2 ( )| | | ( )cos
14
|if ab nMhQH z J kb nn ew dp ì üï ï±W ï ïí= ýï ï+ï ïî þ .   (3.13)
Вероятность перехода можно получить, умножая (3.13) на 2 2 2 2 14 ( ) 4ab sh h vp r n p
- - -=  и учиты-
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Интенсивность поглощения на собственной частоте покоящегося осциллятора 0w  (верхний 


















ì üï ïï ï×í ýï ï+ï ïî þ
.  (3.15)
Отметим, что в условиях (3.7), интенсивности линий поглощения и излучения на частоте 0w  
значительно в 2 21 0( ) ( )J kb J kb  раз превосходят интенсивности линий спектра 0w w= ±W  коле-
блющегося во внешней потенциальной яме осциллятора.
4. Электромагнитное излучение колеблющегося сциллятора с отдачей
Рассмотрим, следуя [1], квантовую модель излучения осциллятора с собственной частотой 0w , 
зарядом и массой равными ,e m , и который осциллирует в потенциальной яме, ориентированной 
вдоль оси OZ . Вектор излучаемой электромагнитной волны пусть также ориентирован в этом же 
направлении. Расположим в начале координат осциллятор, компоненты скорости которого
 0 0 0 0x xv v cos t a cos tw w w= = , cos( )zv b t= W W .   (4.1)









.   (4.2)
Причем векторный потенциал имеет компоненты
 ( ) 2cos( )xA q t kz d= + , 0yA = , 0zA = .   (4.3)
Фаза d  зависит от ориентации осциллятора. Выбор вида (4.3) определяется условиями норми-
ровки так, чтобы интеграл от квадрата векторного потенциала в единичном объеме был равен 
единице, а величина ( )q t  удовлетворяла уравнению
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Полная энергия поля в объеме V  равна










= + .  (4.5)
Откуда определим эффективную массу осциллятора поля
 2/ 4effm V cp= .  (4.6)
В этом случае х-составляющая векторного потенциала в месте нахождения осциллятора прини-
мает вид  02 cos( )cos( sin )x q t kbA tw dW += .   (4.7)
В случае учета эффекта отдачи частота поглощенного и излученного кванта будут отличаться на 
±W , то есть выражение (4.7) изменится [6]
 02 cos(( )cos( si) n )x q tA kb tw d± WW += .  (4.8)





H p A p A e
m c c
æ öæ ö÷ ÷ç ç= - - + F÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè øè ø
 
 
,   (4.9)
то для энергии взаимодействия осциллятора и поля не трудно привести выражение
  ' x xevH A c-= .   (4.10)
Пусть частота колебаний в потенциальной яме оказывается равной энергии отдачи при излу-
чении или поглощении кванта поля. Представляя систему «осциллятор в потенциальной яме» 
как набор осцилляторов с частотой 0 mw + W  и, добиваясь выполнения требований временного 
синхронизма, убедимся в том, что при значениях частоты внешнего поля
 0( 1)mw w= W+   (4.11)
(4.10) оказывается отличным от нуля. Причем верхний знак (4.11) отвечает излучению (частота 
внешнего поля меньше частоты осциллятора на величину равную 2pW  ), а нижний поглощению 
(частота внешнего поля больше частоты осциллятора на величину равную 2pW ) кванта с учетом 
эффекта отдачи. Выражение (4.10) можно представить в виде





H q J kb
c
d=- å .   (4.12)
Для покоящегося осциллятора ( 0b= ), в выражении (4.12) отличным от нуля оказывается только 
один член ряда с 0m=
 0 0' 2cos
xevH q
c
d=- .   (4.13)
Таким образом, частота поглощаемого излучения 0w w= +W  отличается от частоты излучаемого 
0w w= -W  на 2W . Это отвечает разнице энергий поглощаемого и излучаемого квантов в две 
энергии отдачи [6].
При 0b¹  выражение для энергии взаимодействия осциллятора и поля для наиболее инте-
ресного случая излучения и поглощения на собственной частоте осциллятора 0w  принимает вид
 1' 2 ( )cos
xe vH q J kb
c
d±
×=- .   (4.14)
При этом излучение на частоте 0w w= -W  и поглощение 0w w= +W  описывается подобным (4.14) 
выражением, где 1( )J kb± следует заменить на 0( )J kb . Можно показать, что при равенстве энергии 
кванта W  энергии отдачи выполняется условие 0 / 2b c kbw = »  аналогичное условию (7).
В интересующем нас случае излучения и поглощения на собственной частоте осциллятора 0w   
матричный элемент можно представить как
 0 ' 12 ( )cosif ab nn
e
H x q J kb
c
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Новые математические и физические методы
Два состояния осциллятора обозначены нижними индексами ,a b , а индексы , 'n n  отвечают 
двум состояниям излученного ( , 1n n+ ) или поглощенного ( , 1n n- ) поля. Причем, для случая 
поглощения 2 2 2' , 1 01| | | | | |nn n nq q n q-= = , а для случая излучения 2 2 2' 1, 01| | | | ( 1)| |nn n nq q n q+= = +  . В усло-
виях наличия малого параметра 20 / 1mcw << значения матричного элемента для случая без 
отдачи и случая с отдачей практически не отличаются [8], что позволяет применить данную 
упрощенную процедуру вычисления матричного элемента. Заметим, что поправки к величине 
матричного элемента, учитывающие эффект отдачи пропорциональны малому параметру 
2
0 / mcw как для отдельных процессов поглощения и излучения, а также при комптоновском 









= ,   (4.16)
где использовано значение эффективной массы (4.6). Учитывая, что колебания осциллятора 
могут происходить в плоскости XOY , для квадрата матричного элемента получим выражение
  ( )
2 2
2 2 2 2 2
0 12
12
| | ( )cosif ab ab
ne hc
H x y J kb
nc V
w d
ì ü+ï ïï ï=- + í ýï ïï ïî þ
,   (4.17)




aw= + » , верхнее значение соответствует излучению, а нижнее поглощению. 
Вероятность перехода можно найти, умножая на 2 24 ( )/ab hp r n , где ( )abr n  — плотность колеба-
ний в интервале частот, и учесть, что при усреднении по начальным фазам 2cos 1 2dá ñ=





| | ( )cos| | | |if i ab af bx y neP J kb nh hcp pr w dì ü+ï ïï ïH = í ýï ïï= + ïî þ .  (4.18)
Отметим, что вероятность поглощения на частоте 0w +W  и излучения на частоте 0w -W  
можно получить, заменяя в (4.18) 21 ( )J kb  на 
2
0 ( )J kb .
Интенсивность вдоль направления OZ  получим, умножая (4.18) на 0w , а полную интенсив-
ность по всем направлениям путем интегрирования по углу ^k OZq=   .
Нетрудно заметить, что в случае колеблющегося в потенциальной яме ВЧ осциллятора с 
частотой W  и амплитудой колебаний 02 2b k c w» = (так как 
2 2
1 0( ) ( )J kb J kb>> ) интенсивность 
линий поглощения и излучения на собственной частоте осциллятора 0w  на порядок превосходит 
интенсивность линий на частотах 0w ±W .
5. Выводы
Показано, что классическая и квантовомеханическая модели спонтанного излучения в одно-
мерной модели осциллятора, захваченного во внешнюю потенциальную яму, находятся в каче-
ственном соответствии и одинаковым образом описывают динамику рассматриваемых процессов. 
Эффект отдачи рассмотрен как для одномерного случая с излучением и поглощением звуковых 
волн в плазме, так и для случая излучения электромагнитных волн диполем, захваченным во 
внешнюю потенциальную яму. В условиях значительной энергии покоя осциллятора 
( 20 1mcw << ), можно пренебречь поправками к матричным элементам взаимодействия поля и 
захваченного в потенциальную яму осциллятора, обусловленным наличием энергии отдачи, что 
позволяет упростить процедуру их вычисления. Показано, что интенсивность линий поглощения 
и излучения на собственной частоте осциллятора 0w  на порядок превосходит интенсивность дру-
гих спектральных линий, в частности на частотах 0w ±W . Последнее обусловлено равенством 
энергии колебаний в потенциальной яме энергии отдачи, и тем, что амплитуда колебаний осцил-
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О спектрах захваченного в потенциальную яму осциллятора
Подобное квантовомеханическое описание возможно более корректно поясняет явление 
излучения и поглощения веществом квантов поля без отдачи [6]. Действительно, излучение 
захваченного в потенциальную яму ВЧ осциллятора с собственной частотой 0w  представляет 
собой эквидистантный спектр 0 nw + W , то есть может быть представлено как излучение множе-
ства осцилляторов, амплитуда которых пропорциональна 2( )nJ kb . Причем так как размах мед-
ленных колебаний b  в потенциальной яме сравним с длиной волны излучения 2 / kl p= , то в 
этих условиях наблюдается эффект преимущественного излучения и поглощения на собствен-
ной частоте. При этом природа ВЧ осциллятора не является определяющей для проявления опи-
санных свойств системы.
Отметим, что в применение данной модели для описания излучения и поглощения гамма 
квантов в кристаллических структурах возможно, если время релаксации кристаллической 
структуры превышает период колебаний осциллятора в потенциальной яме и время жизни ВЧ 
осциллятора.
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ON SPECTRUM OF OSCILLATOR TRAPPED IN A 
POTENTIAL WELL
A. V. KIRICHOK, V. M. KUKLIN, AND A. G. ZAGORODNY
We considered the quantum-mechanical model of electromagnetic emission by one-dimensional 
oscillator, trapped in the external potential well. On the assumption of the energy of the emitted quantum 
is much less that the rest energy of the oscillator, the perturbation of the Hamiltonian matrix elements 
caused by the recoil effect can be neglected, that simplifies their calculation.
It is shown that the intensity of the absorption and emission lines at the natural frequency of the 
oscillator significantly exceeds the intensity of other spectral lines, particularly at frequencies. This is 
caused by the equality of the oscillation energy in the potential well to the recoil energy, and the fact that 
the amplitude of the oscillation in the potential well in this case is comparable to the wavelength of the 
radiation.
Such a quantum-mechanical description may be more correctly explains the phenomenon of emission 
and absorption of electromagnetic field quanta without recoil by the matter. Really, the emission of the 
oscillator with eigenfrequency (natural frequency) produces the equidistant spectrum that can be 
considered as result of emission of a set of oscillators. Moreover, since the amplitude of low-frequency 
oscillations in the potential well is comparable with the emission wavelength, the emission and 
absorption on the proper frequency dominates in this case. The nature of the high-frequency oscillator 
is not critical for the manifestation of the above-described properties of the system.
